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Abstrakt
Tato diplomová práce se zabývá zp·soby modelování zatíºení chodci. Za tímto ú£elem byl
vytvo°en program, jehoº pomocí je moºné sestavit dvourozm¥rné prutové modely konstrukcí
a provést jejich dynamickou analýzu. Jsou zde vytvo°eny výpo£etní model p°edpjatého betono-
vého nosníku a zav¥²ené lávky pro p¥²í v elákovicích. Na nich je vypo£tena odezva p°i pouºití
r·zných model· chodc·, která je následn¥ porovnána s daty zji²t¥nými p°i zat¥ºovacích zkou²-
kách.
Na základ¥ první £ásti práce byl vybrán jeden pohyblivý zat¥ºovací model, který nejlépe
simuluje jdoucí osobu. Ten byl následn¥ pouºit pro nalezení vztahu pro prostý nosník, který
umoºní ur£it odezvu na p°echod chodce po konstrukci bez nutnosti integrace pohybových rovnic.
Abstract
The thesis focuses on various types of pedestrian load models. A program which can be used
for creation of planar beam constructions and their dynamic analysis was created for this purpose.
The models of prestressed concrete beam and cable-stayed footbridge in elákovice were used
to analyze their response to load induced by pedestrians. The results of the calculation were
compared to results of dynamic load tests.
One model of walking person which provides the best results was chosen on the basis of ﬁrst
part of the thesis. An equation which is capable to determine the response of simply supported
beam was proposed using this model. The Application of this simpliﬁed methodology does not




zat¥ºovací modely chodc·, modální analýza, odezva konstrukce, vynucené kmitání, vlastní
tvar, vlastní frekvence
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Lávky pro p¥²í jsou nedílnou sou£ástí obydlených oblastí. Vzhledem k tomu, ºe jsou navr-
hovány na výrazn¥ niº²í statické zatíºení neº nap°íklad silni£ní nebo ºelezni£ní mosty, jde £asto
o lehké a subtilní konstrukce s velkými rozp¥tími. Protoºe mají lávky v mnoha p°ípadech vlastní
frekvence blízké frekvenci lidského kroku, vzniká zde riziko rezonance. B¥hem historie bylo zazna-
menáno n¥kolik p°ípad· z°ícení mostu vlivem zatíºení chodci [1]. Jde v²ak o extrémní p°ípady.
Mnohem £ast¥j²í, p°esto stále závaºný problém, je p°ekro£ení mezního stavu pouºitelnosti (MSP)
- pohody chodc· vlivem nadm¥rných vibrací.
Lidské t¥lo je velmi citlivé na vibrace a p°i n¥kterých frekvencích dokáºe registrovat kmitání
s amplitudou od 0,001 mm [1]. Citlivost na vibrace je r·zná v závislosti na frekvenci a také záleºí
na tom, zda jde o kmitání ve vertikálním £i horizontálním sm¥ru.
Tato práce se zabývá porovnáním zp·sob· modelování chodce jdoucího po konstrukci. Krom¥
toho, ºe kaºdý jednotlivec má r·znou hmotnost, délku kroku a rychlost ch·ze, nelze p°esn¥
deﬁnovat ani £asový pr·b¥h zatíºení. Proto lze v literatu°e najít mnoho r·zných zp·sob·, jak
zatíºení chodci modelovat. Jednozna£n¥ lze pouze °íci, ºe se jedná o zatíºení periodické, které má
ve svislém i v horizontálním podélném sm¥ru periodu rovnou period¥ kroku. V horizontálním
p°í£ném sm¥ru má pak periodu dvojnásobnou.
Dal²ím problémem bránícím jednoduché analýze konstrukce je fenomén synchronizace chodc·.
Ten je moºné rozd¥lit do dvou kategorií. První z nich je synchronizace chodec-chodec. V p°ípad¥
tohoto jevu, který vzniká p°i pohybu v¥t²ích skupin osob po mostovce, jdou n¥kte°í lidé se sjed-
noceným krokem. Takºe místo náhodného rozd¥lení frekvence kroku a fázového posunu dochází
k jejich sjednocení a tím zvý²ení dynamického zatíºení.
Druhá kategorie je synchronizace chodec-konstrukce. Chodec zm¥ní charakter ch·ze v závis-
losti na tom, jak konstrukce kmitá. P°i dosaºení zrychlení vy²²ího neº 0,1 m/s2 m·ºe dojít k tzv.
lock-in efektu, p°i kterém je pro chodce nejpohodln¥j²í zvolit frekvenci kroku, která odpovídá
frekvenci jiº kmitající konstrukce. To m·ºe mít za následek efektivn¥j²í buzení a následné dal²í
navý²ení kmitání. Pravd¥podobn¥ nejznám¥j²í p°ípad vyvolání tohoto stavu nastal b¥hem ote-
víracího ceremoniálu Millenium bridge v Londýn¥. Most musel být uzav°en a následovala jeho
nákladná úprava zaji²´ující zvý²ení tlumení.
1
2 Cíle práce
Tato práce se zabývá analýzou lávek pro p¥²í a zp·soby modelování zatíºení vyvolaného
pohybem osob po konstrukci.
Pro ú£ely této práce bude vytvo°en program v prost°edí MATLAB, díky kterému bude moºné
modelování prutových konstrukcí a analýza jejich vlastní frekvencí a tvar· kmitání. Pomocí
programu bude dále simulováno zatíºení chodcem jako prom¥nná síla pohybující se v £ase po
konstrukci. K tomuto ú£elu bude pouºita Newmarkova metoda. Pohybující se síla bude navíc
dopln¥na o biodynamické modely chodc·, které budou simulovat interakci s konstrukcí.
Na základ¥ porovnání výsledk· simulací s experimentálními daty bude vybrán jeden model
zatíºení chodcem pro dal²í analýzu. Pomocí tohoto modelu bude vytvo°ena parametrická studie,
v rámci které bude vygenerován soubor nosník· (most·). Na nich bude vyhodnoceno zrychlení
vyvolané zvoleným pohyblivým modelem chodce a porovnáno s ustáleným kmitáním vyvola-
ným nepohyblivou harmonickou silou. Na základ¥ t¥chto výsledk· bude vytvo°en vztah dávající
do souvislosti parametry mostu, zrychlení vyvolané ustáleným kmitáním a zrychlení vyvolané
pohyblivým modelem chodce.
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3 Zatíºení vyvolané chodci
3.1 Popis zatíºení
Zatíºení pohybujícími se osobami je v £ase prom¥nné a lze rozloºit do jedné vertikální sloºky
a dvou sloºek horizontálních. Ty jsou vykresleny na obr. 3.1. Tato práce se zabývá pouze vli-
vem vertikální sloºky zatíºení. Dále lze zatíºení rozd¥lit podle zp·sobu pohybu osoby na ch·zi,
b¥h a skákání. Kaºdé z t¥chto zatíºení má výrazn¥ jiný charakter neº ostatní a je t°eba k nim
p°istupovat samostatn¥.
Obrázek 3.1: Kontaktní síla ve vertikálním a horizontálním sm¥ru [2]
Skákání na most¥, obzvlá²t¥ pokud je úmysln¥ provád¥no za ú£elem rozkmitání lávky, je podle
[3] povaºováno za vandalismus. Není proto nutné navrhovat konstrukce tak, aby p°i tomto druhu
zatíºení spl¬ovaly v²echna kriteria pohody chodc·. Je ov²em nezbytné, aby dokázaly i takovéto
zatíºení bezpe£n¥ p°enést.
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B¥h je pohyp osoby, z pravidla rychlej²í neº ch·ze, p°i n¥mº se v ur£ité £ásti kroku ºádná
z kon£etin nedotýká zem¥. Na obr. 3.2 je vid¥t, ºe p°i b¥hu vzniká kontaktní síla, která je aº
t°ikrát vy²²í neº síla, kterou p·sobí stojící osoba. Zárove¬ je ve v¥t²in¥ p°ípad· kroková frekvence
b¥hu vy²²í neº u ch·ze, podle [4] jde o frekvence 2-3,5 Hz. S tímto typem zatíºením se b¥ºn¥
mosty setkávají. Aº na extrémní p°ípady (nap°. b¥ºecký závod) jde v²ak o jednotlivce £i malé
skupinky b¥ºc·, proto není ekonomicky vhodné navrhovat lávku na zatíºení b¥ºícími osobami po
celé délce mostovky.
Ch·ze je nejb¥ºn¥j²í pohyb osob po lávce, p°i kterém v kaºdém £asovém okamºiku z·stává
alespo¬ jedna noha v kontaktu s podkladem. Kroková frekvence se pohybuje mezi 1,6-2,4 Hz [4].
Z obr. 3.2 je patrné, ºe £asový pr·b¥h zatíºení b¥hem jednoho kroku je závislý na rychlosti ch·ze
vp. Ta je dána délkou kroku ls a krokovou frekvencí fp pomocí vztahu:
vp = ls ∗ fp (3.1)
Vzhledem k tomu, ºe na n¥kterých lávkách je moºné o£ekávat v¥t²í skupiny chodc· nebo
proud osob, je nutné na tyto situace danou konstrukci navrhnout. Pokud uvaºujeme skupinu
N osob, je moºné výsledné zatíºení získat jako násobek zatíºení zp·sobeného jedním chodcem,
které p°enásobíme hodnotou Neq =
√
N . Výsledné zatíºení odpovídá N osobám pohybujících se
stejnou frekvencí kroku a náhodným fázovým posunem. Pro známý pom¥rný útlum ξ a náhodný
po£et chodc· jdoucích v hustém davu je moºné pouºít vzorec Neq = 10, 8 ∗
√
Nξ. P°i p°echodu
velmi hustého proudu osob po konstrukci a následném vzniku lock-in efektu bylo experimentáln¥
zji²t¥no aº desetinásobné podcen¥ní hodnot zrychlení odhadnutých pomocí Neq =
√
N . Pro tyto
situace je navrºeno pouºít Neq = 0, 2N [4].
Obrázek 3.2: Vertikální sloºka zatíºení p°i ch·zi a b¥hu [4]
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3.2 Metodika návrhu lávek
V literatu°e lze najít více zp·sob· pro správný postup p°i navrhování lávky, nap°. [4],[5].
V této kapitole je zjednodu²en¥ popsán postup uvedený v p°edpisech SETRA [4].
Pro zaji²t¥ní dostate£né pohody chodc· je jiº p°i návrhu mostu nutné ur£it, jakou hustotu
chodc· lze v pr·b¥hu ºivotnosti o£ekávat. K tomu m·ºe poslouºit za°azení mostu do t°ídy I-IV
podle jeho umíst¥ní. O t°íd¥ v²ak rozhoduje majitel mostu, který m·ºe nap°íklad zvolit vy²²í
t°ídu pro sníºení rizika nadm¥rných vibrací nebo zaji²t¥ní vysoké pohody chodc· i v extrémních
p°ípadech.
• IV t°ída: nachází se p°eváºn¥ v extravilánu, spojuje málo osídlené oblasti - Velmi nízký
provoz
• III t°ída: b¥ºn¥ pouºívané lávky s ob£asným výskytem v¥t²ích skupin osob, nikdy není
zatíºena celá plocha mostovky - Nízký provoz
• II t°ída: lávky spojující osídlené oblasti, lze o£ekávat vysoký provoz a ob£asné zatíºení celé
plochy mostovky - Hustý provoz
• I t°ída: lávky ve vysoce frekventovaných oblastech (nap°. v okolí stanic metra) nebo v mís-
tech, kde se £asto pohybují davy lidí (nap°. demosntrace, turisté) - Velmi hustý / Mimo-
°ádn¥ hustý provoz
Pro danou t°ídu mostu musí majitel zvolit také t°ídu pohody chodc· podle obr. 3.2. Dále lze
v návrhu pokra£ovat podle schématu na obr. 3.3.
Tabulka 3.1: T°ída provozu [5]
K uvedeným t°ídám lávky se vztahují t°ídy provozu v tab. 3.1, pomocí kterých lze ur£it
maximální po£et osob vyskytujících se na konstrukci v jeden okamºik. Z této metodiky a popisu
zatíºení uvedeném v kap. 3.1 vyplývá, ºe p°i znalosti t°ídy lávky, jejích vlastních frekvencí fi
a odezvy lávky na zatíºení jedním chodcem lze odhadnout, zda daná konstrukce bude spl¬ovat
t°ídu pohody. Je v²ak pot°eba s dostate£nou p°esností modelovat zatíºení jedním chodcem, £ímº
se zabývá zbylá £ást této práce.
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Tabulka 3.2: T°ída pohody choc· - limitní zrychlení [m/s2 ][5]
Obrázek 3.3: Metodika návrhu lávky pro p¥²í [4]
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3.3 Zp·soby modelování p°echodu chodce
P°i návrhu n¥kterých konstrukcí, které mají nap°íklad nízkou tuhost, hmotnost nebo jsou
velmi subtilní, je nutné zjistit odezvu na zatíºení chodci. Pro tuto pot°ebu lze v literatu°e na-
jít mnoho zp·sob·, jak simulovat p°echod chodc· p°es lávku. V nejjednodu²²ích p°ípadech je
navrºen postup, p°i kterém se celý problém zjednodu²uje na výpo£et pomocí vzorce. Pouºitím
metody kone£ných prvk· (MKP) lze vytvo°it komplexní model mostu. Na n¥m pak lze °e²it ode-
zvu pomocí ustáleného kmitání, kdy je harmonická síla umíst¥na v míst¥, kde vyvolává nejv¥t²í
ú£inky. Pro p°esn¥j²í analýzu je moºné pouºít sílu pohybující se po konstrukci, £i biodynamický
model, který dokáºe simulovat interakci mezi chodcem a konstrukcí. Tyto metody v²ak vyºadují
analýzu v £ase a deﬁnování dráhy chodce. V této kapitole jsou n¥které ze zmín¥ných model·
popsány podrobn¥ji.
3.3.1 Aproximace na prostém nosníku
V p°íru£ce [6] jsou uvedeny dva vztahy, pomocí kterých lze pro prostý nosník odhadnout
zrychlení uprost°ed rozp¥tí p°i p°echodu chodce. Oba p°edpokládají, ºe zatíºení chodcem je
aproximováno harmonickou silou pohybující se po konstrukci. Prvním z nich je odhad vertikálního
zrychlení av podle Rainera:
av = 4pi
2f2yαΦ (3.2)
kde f je první vlastní frekvence mostu a zárove¬ frekvence harmonické síly, α je koeﬁcient £lenu
Fourierovy °ady pro odpovídající frekvenci kroku podle Bachmanna z tab. 3.3, y je statický
pr·hyb uprost°ed nosníku zp·sobený referen£ní silou (700N) odpovídající hmotnosti chodce, Φ
je dynamický sou£initel závislý na po£tu krok· nutných pro p°echod konstrukce a pom¥rném
útlumu ξ. Φ je moºné ur£it pode obr. 3.4.
Obrázek 3.4: Sou£initel Φ [6]
Druhý vzorec pro odhad zrychlení p°i p°echodu chodce na prostém nosníku, platný za stejných








kde harmonická síla F = αG a G je tíha chodce (700N). α lze ur£it podle Bachmanna z tab.
3.3.Mgen je kmitající hmota pro konstrukci p°evedenou na 1 stupe¬ volnosti, v p°ípad¥ prostého
nosníku Mgen = 0, 5M a M je celková hmotnost nosníku. δ je logarytmický dekrement útlumu
a n je po£et krok· pot°ebný pro p°echod konstrukce.
3.3.2 Stacionární síla
Nejjednodu²²ím zp·sobem jak modelovat zatíºení chodcem na libovoln¥ sloºité konstrukci je
pouºití stacionární harmonické síly. K výpo£tu lze vyuºít nap°íklad °e²ení ustáleného kmitání
metodou rozkladu do vlastních tvar· a není nutné °e²it dynamickou odezvu na zatíºení pohybující
se po konstrukci. Jde o pom¥rn¥ výrazné zjednodu²ení, vytvo°ené p°edev²ím kv·li moºnosti
provád¥t tuto analýzu v b¥ºných programech pouºívaných pro modelování stavebních kostrukcí.
Tento zp·sob byl doporu£en nap°íklad v [7]. Zmín¥ná p°ednorma navrhuje nejd°íve analyzovat
vlastní tvary a frekvence kmitání. Dále je vybrán vertikální vlastní tvar, jehoº frekvence fv je
nejblíºe 2 Hz. Harmonická síla Fp,v(t) musí být umíst¥na do místa nejv¥t²í vertikální po°adnice
vybraného vlastního tvaru. Následn¥ je provedena analýza ustáleného kmitání k získání zrychlení
vyvolaného p°echodem jednoho chodce. Uvedený zp·sob je ozna£ován jako dynamický zat¥ºovací
model 1 (DLM1):
Fp,v(t) = 280sin(2pifvt) (3.4)
Amplituda síly v tomto p°ípad¥ odpovídá hmotnosti £lov¥ka 70 kg a Fourierovu koeﬁcientu
α1 = 0, 4 (700 ∗ 0, 4 = 280N), coº je v souladu s [4].
Pro získání odezvy na zatíºení skupinou 8-15 chodc· je pouºit stejný postup, síla je v²ak
zv¥t²ena koeﬁcientem synchronizace kv podle obr. 3.5 (DLM2):
Fp,v(t) = kv280sin(2pifvt) (3.5)
Obrázek 3.5: a) sou£initel kv pro vertikální sm¥r, b) sou£initel kh pro horizontální sm¥r [6]
3.3.3 Pohybující se síla
Pro realistickou simulaci chodce na konstrukci je vhodné vzít v úvahu, ºe zatíºení b¥hem
svého p·sobení m¥ní svoji polohu rychlostí vp. Chodec (nebo jejich skupina) se pohybuje po
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konstrukci pouze omezený £asový interval a v závislosti na umíst¥ní má zatíºení r·zný vliv na
konstrukci. asový pr·b¥h tohoto zatíºení lze m¥°it experimentáln¥ pomocí b¥ºícího pásu nebo
tlakových podloºek a je vyobrazen na obr. 3.2.
Vzhledem k tomu, ºe zatíºení chodci je periodické, existuje moºnost jeho rozkladu pomocí
Fourierovy °ady. Modely chodc· zaloºené na tomto principu jsou tedy sloºeny z n¥kolika har-
monických sil s frekvencí fn a fázovým posunem ϕn [8]. P°i dostate£ném po£tu £len· °ady lze
tímto zp·sobem tém¥° p°esn¥ simulovat libovolné periodické zatíºení. Obecn¥ lze °íci, ºe vzhle-
dem k £asovému pr·b¥hu kroku sta£í uvaºovat maximáln¥ prvních p¥t £len· °ady. Koeﬁcienty
αn u vy²²ích £len· jsou velmi nízké, proto je moºné tyto £leny zanedbat. Seznam vybraných mo-
del·, které byly aplikovány v této práci, byl p°evzat z [1] a je v tab. 3.3. Dal²í zp·soby rozkladu
kontaktní síly lze nalézt nap°íklad v [4], [9], [10].
Z po£tu dostupných model· je z°ejmé, ºe stále neexistuje jednotný p°ístup a nelze jednozna£n¥
°íct, který popisuje realitu nejlépe. Jedním z moºných d·vod· je chování lidského t¥la. Kaºdá
osoba má mírn¥ jiný charakter zatíºení, který je navíc závislý i na délce a frekvenci kroku.
Z tohoto d·vodu jsou modely v kapitolách 5.2 a 6.2 porovnány s výsledky experiment·.
Tabulka 3.3: Vybrané modely chod· a jejich Fourierovy koeﬁcienty[1]
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3.3.4 Biodynamické modely
Podle [9] lze zatíºení chodcem na lávce rozd¥lit na dv¥ sloºky. První je kontaktní síla, kterou
by daná osoba vyvolala pohybem po dokonale tuhém podkladu. Vzhledem k tomu, ºe lávky jsou
velmi £asto konstrukce poddajné, chodec je ovlivn¥n vibracemi podkladu a dochází k interakci
mezi osobou a mostem. Ta vytvá°í dal²í sloºku zatíºení ozna£ovanou jako interak£ní síla. Výsledná
síla pak vzniká superpozicí t¥chto dvou sloºek. Jedním ze zp·sob·, jak tento stav simulovat, je
zahrnutí chodce coby biodynamického modelu do výpo£tu.
Model chodce je vytvo°en jako sestava hmot, pruºin a tlumi£· a m¥l by odpovídat cha-
rakteristikám lidského t¥la. Nejjednodu²²í model lze vytvo°it pomocí jedné soust°ed¥né hmoty
s hmotnostímh1 a jedné pruºiny s tuhostí kh1, p°ípadn¥ tlumi£e s útlumem ch1 . Takováto sestava
má pouze jeden stupe¬ volnosti (SDOF). Sloºit¥j²í modely mohou mít dva (2DOF), nebo i více
(MDOF) stup¬· volnosti.
Obrázek 3.6: a) SDOF model chodce, b) 2DOF model chodce [9]
Zásadní nevýhodou t¥chto model· je jejich pasivita. Pro jejich aktivaci je nutné zahrnout
vn¥j²í impulz. Jednou z moºností je periodické vynucování výchylky v n¥kterém stupni volnosti.
Tím dochází k buzení biodynamického modelu a následnému vzniku kontaktní síly, která je
aplikována na konstrukci. Tento zp·sob byl pouºit nap°. v [10].
Druhým zp·sobem aktivace je vloºení budící síly do kontaktního bodu konstrukce a modelu.
Tímto zp·sobem je zaru£eno, ºe p°i ch·zi po dokonale tuhém podkladu nevzniká ºádná interakce,
výsledná kontaktní síla je tvo°ena pouze budící silou a model z·stává pasivní. Pokud v²ak síla
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vyvolává zrychlení podkladu (jak je tomu u lávek pro p¥²í), model za£íná kmitat a dochází ke
vzniku interak£ní sloºky síly. Tento postup je uveden nap°. v [11] a je pouºit i v této práci.
Detailn¥ je popsán v kap. 4.8.3.
3.3.5 Dal²í navrhované modely
Existuje i n¥kolik dal²ích navrhovaných model·, mezi které pat°í nap°íklad tzv. p°evrácené
kyvadlo. To simuluje váhu t¥la jako jednu soust°ed¥nou hmotu, vytvá°í v²ak kaºdou nohu jako
samostatný systém pruºiny, která m·ºe být dopln¥na tlumi£em.
Obrázek 3.7: P°evrácené kyvadlo [9]
Komplexní model, který byl navrºen Mácou a Valá²kem, zmín¥ný v [9], vyuºívá 8 tuhých
t¥les a má celkem 9 stup¬· volnosti.
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Obrázek 3.8: Model pohybujícího se £lov¥ka [9]
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4 Tvorba výpo£etního nástroje
V rámci této práce byl vytvo°en výpo£etní nástroj, pomocí kterého je moºné modelovat 2D
prutové konstrukce podle Bernoulli-Navierovy hypotézy, tedy se zanedbáním smykové deformace.
K naprogramování výpo£tu metodou kone£ných prvk· (MKP) bylo pouºito prost°edí MATLAB.
Zadávání vstupních parametr· je moºné pomocí vstupního formulá°e vytvo°eného v programu
MS Excel. Program dokáºe plnit t°i základní funkce:
• výpo£et statické deformace zp·sobené soustavou sil p·sobících v uzlech konstrukce - Tato
funkce byla vytvo°ena jako první za ú£elem kontroly správného sestavení matice tuhosti
a vektoru zatíºení. M·ºe slouºit pro výpo£et statických výchylek, nebo pro kontrolu správ-
ného vytvo°ení konstrukce.
• analýza vlastních tvar· a frekvencí - nezbytná sou£ást dynamické analýzy kaºdé konstrukce
• výpo£et odezvy konstrukce na zatíºení prom¥nné v £ase - Tato funkce vyuºívá Newmar-
kovu metodu a je moºné s její pomocí °e²it odezvu konstrukce na sílu prom¥nou v £ase
(stacionární i pohyblivou) a zahrnout do výpo£tu biodynamické modely chodc·.
Výpo£et je moºné rozd¥lit do n¥kolika základních bod·:
• sestavení geometrie a vlastností konstrukce, nastavení parametr· výpo£tu
• na£tení dat ze vstupního souboru a jejich kontrola
• vytvo°ení sít¥ bod·
• sestavení matic tuhosti Ke, hmotnosti Me pro jednotlivé prvky
• lokalizace matic tuhostiK, hmotnostiM a sestavení matice útlumu C pro celou konstrukci,
sestavení vektoru zatíºení p
• výpo£et sestavených rovnic nebo nalezení vlastních tvar· a frekvencí
• interpretace výsledk·
4.1 Údaje o konstrukci a zatíºení
4.1.1 Vytvo°ení konstrukce
Pro celý výpo£et byl zvolen globální pravoto£ivý sou°adnicový systém podle obr. 4.1 a musí
být d·sledn¥ dodrºován. Program je vytvo°en bez zahrnutí jednotek, je tedy na uºivateli, aby
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sám zvolil kompatibilní jednotky. Vzhledem k jejich mnoºství a sloºitosti výpo£tu byly v této
práci pouºity výhradn¥ jednotky SI.
Obrázek 4.1: Sou°adnicový systém
N¥které funkce programu nevyºadují zadání v²ech parametr·, které jsou uvedeny dále (nap°.
hmotnost pro výpo£et posun· od statického zatíºení), pro zjednodu²ení popisu není typ výpo£tu
v kapitole 4.1 brán v úvahu. Tvorba konstrukce za£íná vytvo°ením materiál·, u kterých je zadána
objemová hmotnost ρ a Young·v modul pruºnosti E. Dále jsou vytvo°eny pr·°ezy zadáním své
plochy A, momentu setrva£nosti I a p°i°azením materiálu.
K sestavení geometrie konstrukce je nutné zadat sou°adnice uzl· (xi, yi) ve v²ech bodech,
ve kterých za£íná nebo kon£í vybraný pr·°ez, dochází ke zm¥n¥ sm¥ru st°ednice prutu, nebo je
zde umíst¥n dal²í z prvk· nezbytných pro výpo£et (nap°. pruºina, tlumi£, podpora, soust°ed¥ná
hmota). Z vý²e uvedeného vyplývá, ºe jedním prvkem lze modelovat pouze prismatické pruty
a pro zadání zak°iveného prvku je nutné vytvo°it více bod· a aproximovat ho £ástí polygonu.
V²echny body mají t°i stupn¥ volnosti deﬁnované v globálních sou°adnicích - posun ux ve sm¥ru
osy x, posun wy ve sm¥ru osy y a pooto£ení ϕ. Kaºdý prut je následn¥ deﬁnován pomocí po£á-
te£ního bodu, koncového bodu a p°i°azeného pr·°ezu. Tím je zárove¬ deﬁnován i sm¥r prutu -
od prvního bodu k druhému, který je pouºit p°i deﬁnici dráhy chodce v kap. 4.8.
Krom¥ prutových prvk· je moºné zadat pruºinu výb¥rem spojovaných bod· a nastavením její
tuhosti. Takto vytvo°ená pruºina odpovídá oboustrann¥ kloubov¥ p°ipojenému prvku s nulovou
hmotností. Funkce byla vytvo°ena pro zjednodu²ení zadání n¥kterých £ástí konstrukcí.
Pro simulaci reálných spoj·, které umoº¬ují vzájemné pooto£ení prvk· v bod¥ jejich kon-
taktu, je nutné vytvo°ení vnit°ních kloub·. Ty jsou zadány pomocí £ísla prvku a volbou bodu,
ve kterém je umoºn¥no pooto£ení.
Takto vytvo°ená konstrukce má vºdy singulární matici tuhosti, protoºe m·ºe docházet k je-
jímu celkovému posunu £i pooto£ení. Pro funk£ní výpo£et je pot°eba nastavit podpory, které
tomu zabra¬ují. Ty jsou zadány výb¥rem bodu, ve kterém se podpora nachází a zvolením stup¬·
volnosti, které konstrukci odebírá.
Pro dynamickou analýzu je krom¥ hmotností vypo£tených pomocí pr·°ezových charakteristik
a materiál· moºné zadat soust°ed¥nou hmotu výb¥rem bodu a ur£ením její hmotnosti. Dále je
také umoºn¥no vloºení rovnom¥rn¥ rozloºené hmoty na prut výb¥rem prvku a ur£ením hmotnosti
na jednotku délky.




Zatíºení pro statický výpo£et je moºné zadat pomocí bod·, ve kterých jsou umíst¥ny síly
a ohybové momenty.
Zatíºení v £ase prom¥nnou silou F (t) je zadáno pomocí referen£ní síly G a ur£ením jednoho
ze zat¥ºovacích model·:
• konstantní síla G
• harmonická síla s amplitudou G
• model chodce s hmotností G podle tab. 3.3, který vyuºívá uvedené Fourierovy koeﬁcienty
a fázové posuny
K zadání pohyblivého zatíºení je nutné nejd°íve deﬁnovat dráhu, po které se pohybuje. K tomu
slouºí vý£et prvk· a zadání sm¥ru, kterým se po vybraných prvcích posouvá (zda jde v rámci
jednoho prvku od uzlu £.1 k uzlu £.2 nebo v opa£ném sm¥ru). Poté je vybrán jeden z vý²e
uvedených zat¥ºovacích model·.
Program poskytuje moºnost p°idat k pohyblivému zatíºení biodynamický model s jedním
nebo dv¥ma stupni volnosti podle obr. 3.6. U nich je pot°eba uvést charakteristiky khi, chi a mhi.
4.1.3 Kontrola geometrie
Moºnost vizuální kontroly je pro sloºit¥j²í konstrukce tém¥° nezbytná. Za tímto ú£elem byla
vytvo°ena metoda schopná vykreslit konstrukci v£etn¥ v²ech jejích element·. Zp·sob vykreslení
jednotlivých £ástí je na následujících obrázcích.
Pokud není na prvku deﬁnován kloub, je spoj automaticky uvaºován jako vetknutý. Na obr. 4.4
je zobrazena rámová konstrukce a ﬁalov¥ vykreslen její první vlastní tvar kmitání. P°i zadávání
parametr· konstrukce je moºno zvolit, v kolika bodech bude vykreslen pr·hyb po délce prvku. Ten
je aproximován z koncových posun· a pooto£ení pomocí bázových funkcí uvedených v kap. 4.3.
Na deformované konstrukci je moºné vizuáln¥ zkontrolovat, zda jsou v²echny prvky propojeny
tak, jak bylo zamý²leno, a zda v rámových rozích nedochází k vzájemnému pooto£ení p°ipojených
prut·.
P°i pouºití pohybujícího se zatíºení je do programu implementována moºnost o£íslovat po°adí
bod· konstrukce (po vytvo°ení sít¥), mezi kterými se zatíºení pohybuje.
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Obrázek 4.2: Vzorová konstrukce £.1: a) uzel, b) vnit°ní kloub, c) vetknutí, d) a e) posuvné
klouby, f) pevný kloub, g) jiná podpora (nap°. posuvné vetknutí)
Obrázek 4.3: Vzorová konstrukce £.2: a) soust°ed¥ná hmota v uzlu, b) spojitá hmota na prutu,
c) pruºné spojení dvou bod·, d) umíst¥ní tlumi£e ozna£eného C1
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Obrázek 4.4: Vzorová konstukce £.3: první vlastní tvar rámové kostrukce
Obrázek 4.5: íslování vygenerovaných uzl· pro trajektorii pohyblivého zatíºení
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4.2 Vytvo°ení sít¥ pro MKP
Na konstrukci sloºené z prutových prvk·, která je staticky zatíºena pouze v uzlech konstrukce,
není vytvá°ení sít¥ nutné. Normálová síla Nx m·ºe být po délce prutu pouze konstantní. Z (4.1)
je tedy patrné, ºe osový posun u m·ºe mít pouze lineární charakter. Pro aproximaci osových
pousn· ux jsou pouºity lineární bázové funkce h1 a h2. Pokud je moºné p°esné °e²ení sloºit jako
lineární kombinaci bázových funkcí pouºitých pro Ritzovu metodu, je vypo£tená aproximace
zárove¬ p°esné °e²ení. Pro pr·hyby prvku wy lze dokázat totéº. Pokud vycházíme z lineárního
pr·b¥hu momentu My, je podle (4.2) pr·b¥h pr·hyb· polynom maximáln¥ t°etího °ádu a pro









V p°ípad¥ konstrukce, která je zatíºena po délce prvku, nebo je namáhána dynamickým
zatíºením, jiº neplatí tvrzení uvedené v p°edchozím odstavci. K zaji²t¥ní dostate£né p°esnosti
výsledk· je nutné pouºít adekvátn¥ hustou sí´ uzl·.
Ve vytvo°eném programu lze nastavit po£et prvk·, na které je následn¥ rozd¥len kaºdý z prut·
zadaných ve vstupním souboru. Na kaºdém prvku je vygenerován zvolený po£et bod·, který jej
rovnom¥rn¥ rozd¥lí na krat²í pruty. Tyto body jsou následn¥ p°idány do seznamu uzl· a je
vygenerován nový seznam prvk·. Nutné je správn¥ rozd¥lit spojité hmoty p°i°azené k prut·m
a zachovat pozice vnit°ních kloub·.
Za°azení nov¥ vygenerovaných uzl· aº za body zadané ve vstupním souboru není ideální pro
numerickou stabilitu následného výpo£tu, protoºe n¥které nov¥ vygenerované prvky vná²í do
matic K a M nenulové hodnoty na pozice velmi vzdálené od diagonály. Tento problém by bylo
moºné vy°e²it nap°íklad p°e£íslováním uzl·. Vzhledem k tomu, ºe cílem není vytvo°it vysoce
efektivní program pro sloºité konstrukce, ale pouze dostate£n¥ rychlý program pro konstrukce
jednoduché, je £íslování uzl· zachováno.
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4.3 Sestavení matic K a M
Pro výpo£et pomocí MKP byla zvolena deforma£ní varianta Ritzovy metody. Bázové fukce
jsou zvoleny tak, aby platila rovnice (4.3) [12]. Pro prutové prvky uvaºující Bernoulli-Navierovu
hypotézu je vhodné pouºít pro aproximaci osového posunu ux dv¥ lineární bázové funkce a pro
aproximaci pr·hybu wy po délce prutu 4 bázové funkce 3. °ádu. Pokud je prvek zatíºen pouze na
svých okrajích, poskytuje tato aproximace v rámci zavedených p°edpoklad· p°esné °e²ení. Pro
dal²í zápis je pouºita p°irozená sou°adnice η =
xe
le
(symbol η je zvolen místo b¥ºn¥ pouºívaného
symbolu ξ za ú£elem zabrán¥ní moºné zám¥ny s pom¥rným útlumem ξ). xe je lokální osa totoºná
se st°ednicí prutu a s po£átkem v jeho krajním bod¥, le je délka prutu.
u = Nr (4.3)
u je vektor posunutí, N je matice bázových funkcí a r je vektor uzlových posunutí (vektor
neznámých) [13]. r lze vyjád°it ve tvaru:
r =
{
u1 w1 ϕ1 u2 w2 ϕ2
}T
(4.4)
kde ui je osový posun ve sm¥ru lokální sou°adnice xe, wi je posun ve sm¥ru kolmém ke st°ednici
a ϕi je pooto£ení ve sm¥ru ϕ podle obr. 4.1. Index 1 ozna£uje po£áte£ní bod prvku a index 2







Sloºka ux vektoru u vyjad°uje osový posun ve sm¥ru st°ednice a wy je pr·hyb prvku (posun
kolmý ke st°ednici).
Pouºité bázové funkce:
h1 = 1− η
h2 = η
h3 = 1− 3η2 + 2η3





Bázové funkce h1 a h2 jsou lineární a popisují pr·b¥h osových posun· po délce prutu p°i
jednotkovém osovém posunu na koncích prutu.
Funkce h3 a h5 popisují pr·hyb po délce prutu vyvolaný jednotkovými posuny ve sm¥ru
kolmém na st°ednici v koncových uzlech.
Funkce h4 a h6 popisují pr·hyb vyvolaný jednotkovými pooto£eními v koncových uzlech.
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Bázové funkce je moºné sestavit do matice N [13] :
N =
[
h1 0 0 h2 0 0
0 h3 h4 0 h5 h6
]
(4.6)
Matice derivací bázových funkcí je pak B = ∂TN [13] :
B =





























kde µ je hmotnost na jednotku délky prvku. Integrace uvedené v rovnicích (4.9) a (4.10) v²ak
nejsou v programu provád¥ny. Pro zjednodu²ení výpo£tu jsou matice vyjád°eny s pomocí para-
metr· E,A, Iy, le a µ, které jsou následn¥ pro kaºdý prvek dosazeny.
Vý²e uvedený zp·sob je dosta£ující pro prvek, který nemá lokální sou°adnicový systém poo-
to£en v·£i globálnímu sou°adnicové systému. Pokud je v²ak prvek pooto£en o úhel ϕ, je nutné
pouºít transforma£ní matici T e ve které cϕ = cos(ϕ) a sϕ = sin(ϕ) [14].
T e =

cϕ sϕ 0 0 0 0
−sϕ cϕ 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 cϕ sϕ 0
0 0 0 −sϕ cϕ 0
0 0 0 0 0 1

(4.11)
Výsledné matice Ke a M e jsou následn¥ získány podle vztah· (4.12) a (4.13). Poté je jiº
moºné provést pro kaºdý prvek lokalizaci t¥chto matic na p°íslu²né pozice v maticích konstrukce
K a M .
Ke = (T e)T K¯eT e (4.12)
M e = (T e)T M¯ eT e (4.13)
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4.4 Sestavení matice C
4.4.1 Klasický útlum
Pro konstrukce neobsahující tlumi£e nebo pohlcova£e kmitání je uvaºován proporcionální
útlum. Matice útlumu je sestavena jako lineární kombinace K a M , jedná se tedy o tzv. Raylei-
gh·v útlum.
C = αM + βK (4.14)
Parametry α a β je moºné ur£it pomocí známého nebo odhadnutého pom¥rného útlumu p°íslu-
²ícímu dv¥ma a více vlastním frekvencím kmitání. Pro tento p°ístup je vhodné znát útlum první
vlastní frekvence a dále n¥které vlastní frekvence, která je od první dostate£n¥ vzdálená [12].
Poté je moºné ur£it parametry ze soustavy rovnic (4.15):
2ξiωi = α+ βω
2
i (4.15)
kde ξi je pom¥rný útlum p°íslu²ící i-tému vlastnímu tvaru a ωi je i-tá vlastní kruhová frekvence.
Druhou moºností je ur£it oba parametry pouze pomocí útlumu prvního vlastního tvaru. Tato









+ β) = 0 (4.16)
Dosazením ω = ω1 m·ºeme vyjád°it α = ξ1ω1 a β =
ξ1
ω1
. Pro vý²e uvedené zp·soby sestavení
C je nutné znát alespo¬ první vlastní frekvenci konstrukce. Za tímto ú£elem je pouºita metoda
inverzních iterací.
4.4.2 Neklasický útlum
Pokud je na konstrukci pouºit tlumi£, není moºné po£ítat s klasickým útlumem. Jeho vý-
hody spo£ívají p°edev²ím v jednodu²²ím pouºití metody rozkladu do vlastních tvar·, která v²ak
v tomto programu není pouºita.
Konstrukce je sestavena stejn¥ jako v p°edchozí kapitole. Zadáním tlumi£e ve vstupním pro-
gramu je do matice útlumu navíc k odpovídajícím stup¬·m volnosti lokalizován p°idaný útlum.
4.5 Vlastní kmitání
P°i vlastním kmitání nep·sobí na konstrukci ºádné zatíºení, útlum lze zanedbat. Výpo£et
vlastního kmitání je pouºit pro získání dynamických charakteristik systému - vlastních frekvencí
a vlastních tvar· kmitání. Musí platit pohybová rovnice:
Ku(t) +Mu¨(t) = 0 (4.17)
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Vyjád°íme posuny u a zrychlení u¨ pomocí vlastního tvaru Φ:
u(t) = Φ(Acos(ωt) +Bcos(ωt) (4.18)
u¨(t) = −ω2u(t) (4.19)
Dosazením do (4.17) získáme rovnici:
(K − ω2M)Φ = 0 (4.20)
Vy°e²ení rovnice (4.20) je problém hledání vlastních £ísel ω a vektor· Φ. e²ením této rovnice
je kaºdá vlastní kruhová frekvence ωn a jí odpovídající vlastní tvar Φn. Jejich po£et odpovídá
po£tu stup¬· volnosti konstrukce.
Ve vytvá°eném programu je moºnost najít v²echny vlastní frekvence a tvary pomocí algoritmu
obsaºeného v MATLABu, nicmén¥ pro rozsáhlej²í problémy v¥t²inou není pot°eba znát vysoké
vlastní frekvence. Hledání v²ech vlastních £ísel problému je navíc výpo£etn¥ náro£né.
Pro nalezení n¥kolika prvních vlastních tvar· je dosta£ující metoda inverzních iterací s Gram-
Schmidtovou ortogonalizací. Tu bylo nutné vytvo°it. Tato metoda se pouºívá p°i kaºdém výpo£tu,
ve kterém je zahrnuta matice C, protoºe k sestavení matice proporcionálního útlumu je nutné
znát první vlastní kruhovou frekvenci ω1.
4.6 Statický výpo£et
Pro °e²ení statického výpo£tu je vymodelována konstrukce a sestavena matice tuhosti podle
kap. 4.3.
K vytvo°ení vektoru zatíºení p p·sobícího v uzlech konstrukce není nutné brát v úvahu bázové
funkce. Kaºdá p·sobící síla £i moment je za°azena do vektoru zatíºení na místo odpovídající
danému stupni volnosti. Pro °e²ení výsledné soustavy rovnic (4.21) je pouºita Gaussova eliminace.
Kr = p (4.21)
Takto vytvo°ená soustava rovnic v²ak nelze vy°e²it, nebo´K vzniklá p°ísp¥vky jednotlivých prut·
je singulární, protoºe v ní nejsou zahrnuty podpory. Vzhledem k tomu, ºe v rámci této práce není
pot°eba znát silové reakce v podporách, je soustava (4.21) upravena tak, ºe rovnice odpovídající
odebraným stup¬·m volnosti (podporám) jsou ze soustavy odebrány. Výsledný vektor posun·
je pak zp¥tn¥ sestaven z vypo£teného vektoru uzlových posunutí r a nulových hodnot posun·
v odebraných stupních volnosti.
Pro moºnost vizuální kontroly byla vytvo°ena metoda vykreslení deformované konstrukce. U
reálných konstrukcí je nutné zv¥t²it m¥°ítko posun·, aby deformace byla okem viditelná. Kaºdý
prvek je vykreslen pomocí uzl· po deformaci a p°edem zvoleného po£tu bod· uvnit° prvku,
jejichº posun je vypo£ten s pouºitím bázových funkcí.
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4.7 Stacionární dynamické zatíºení
Ve vytvo°eném programu je moºné zadat v £ase prom¥nné zatíºení v uzlu bu¤ jako har-
monickou sílu, nebo jako zatíºení jedním chodcem podle tab. 3.3. Výstupem jsou pak vektory
posun· r, rychlosti r˙ a zrychlení r¨ v libovolném £ase, který v²ak musí být zvolen jako celo£íselný
násobek délky integra£ního kroku ∆t.
4.7.1 Newmarkova metoda
Ke zji²t¥ní odezvy konstrukce na zatíºení je nutné °e²it pohybovou rovnici:
Kr(t) + Cr˙(t) +Mr¨(t) = p(t) (4.22)
Pro °e²ení rovnice (4.22) p°ímou integrací je pouºívána implicitní Newmarkova metoda. P°i
volb¥ parametr· γ = 1/2 a β = 1/4 je metoda nepodmín¥n¥ stabilní a je nazývána metoda
pr·m¥rného konstantního zrychlení [12]. Vektor zrychlení v následujícím £asovém kroku r¨n+1
získáme ze soustavy rovnic:
(M+γ∆tC+β∆t2K)r¨n+1 = pn+1−C[r˙n+(1−γ)∆tr¨n]−K[rn+∆tr˙n+(0.5−β)∆t2r¨n] (4.23)
Dále m·ºeme vypo£ítat:
rn+1 = rn + ∆tr˙n + (0.5− β)∆t2r¨n + βr¨n+1∆t2 (4.24)
r˙n+1 = r˙n + (1− γ)∆tr¨n + γ∆tr¨n+1 (4.25)
Uvedeným postupem jsou získány vektory zrychlení, rychlosti i uzlových posun·, které jsou
pouºity v dal²ím itera£ním kroku.
Z levé strany rovnice lze vyjád°it matici efektivní tuhosti Kˆ:
Kˆ = M + γ∆tC + β∆t2K (4.26)
Dále je z (4.23) patrné, ºe v kaºdém kroku je nutné °e²it soustavu rovnic. Tomu se lze vyhnout
za p°edpokladu, ºe matice Kˆ z·stane konstantní po celou dobu výpo£tu. Tento p°edpoklad lze
dodrºet v lineárních úlohách, pokud po celou dobu výpo£tu nebude zm¥n¥na délka integra£ního
kroku ∆t. Nalezením Kˆ−1 p°ed zahájením výpo£tu a následným pouºitím pro vy°e²ení soustavy
rovnic se pak v kaºdém kroku problém zjednodu²í na násobení matic.
4.8 Pohyblivé dynamické zatíºení
4.8.1 Vytvo°ení trajektorie
K pouºití zatíºení pohybujícího se po konstrukci je pot°eba deﬁnovat jak sm¥r a rychlost po-
hybu, tak prvky, po kterých se zatíºení pohybuje. Pro kaºdý integra£ní krok je vypo£tena aktuální
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poloha zatíºení, ze které je moºné odvodit prvek a na n¥m konkrétní polohu, kde momentáln¥
zatíºení p·sobí. Pro kontrolu správného sestavení trajektorie je moºné zobrazit £íslování bod·
v po°adí, ve kterém jimi následn¥ prochází síla (viz obr. 4.5).
4.8.2 Sestavení vektoru zatíºení
Pr·b¥h zatíºení v £ase lze zvolit stejn¥ jako v kapitole 4.7, pro pot°eby výpo£tu zatíºení
chodci je v²ak umoºn¥no pouºívat pouze svislou sílu.
V [15] je síla rozloºena pomocí lineárních bázových funkcí mezi krajní uzly prvku. P°i pouºití
husté MKP sít¥ m·ºe být tato aproximace dostate£ná. Ve vytvo°eném programu je v²ak pouºita
p°esn¥j²í metoda. P·sobící síla je rozd¥lena na normálovou a te£nou sloºku a dále je vyuºito





kde p¯ je svislá zat¥ºovací síla rozloºená na te£nou a normálovou sloºku. V p°ípad¥ osamocené
síly se integrace v (4.27) zjednodu²í na násobení hodnot bázových funkcí h pro danou sou°adnici
η s aktuální velikostí p°íslu²né sloºky p¯. K vy°e²ení integrace je pouºita Newmarkova metoda
stejn¥ jako pro stacionární zatíºení.
4.8.3 Biodynamické modely
Pro simulaci interakce mezi chodcem a konstrukcí je implementována moºnost pouºití SDOF
a 2DOF biodynamických model· popsaných v kap. 3.3.4. K jejich aktivaci dochází v d·sledku
kmitání konstrukce, se kterou jsou v kontaktu. Proto mohou být pouºity pouze ve spojení se
silovým zatíºením konstrukce.
Obrázek 4.6: P°íklad pouºití biodynamického modelu [11]
U biodynamických model· je nutné zadat parametry khi, mhi a chi. Jejich hodnoty pouºité
pro tuto práci byly p°evzaty z [10] a [17] a jsou shrnuty v tab. 4.1.
Pomocí Newmarkovy metody je vypo£ten vektor zrychlení r¨n v n-tém kroku. Z rovnice (4.3)
je vypo£teno svislé zrychlení u¨g v míst¥, kde se nachází biodynamický model. Ten je následn¥
zatíºen zrychlením podle (4.28) [13].
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Khu(t) + Chu˙+Mhu¨ = −Mhrsu¨g(t) (4.28)
kdeKh,Mh a Ch jsou matice odpovídající biodynamickému modelu. rs je sm¥rový vektor ur£ující,
které stupn¥ volnosti odpovídají sm¥ru zrychlení, v n¥mº je konstrukce zatíºena. Pro tento p°ípad
je vektor rs jednotkový.
Soustava rovnic (4.28) je vy°e²ena také Newmarkovo metodou. Následn¥ je vypo£tena reak£ní
síla Fh v míst¥ kontaktu konstrukce a biodynamického modelu:
Fh = kh1u1 + ch1u˙1 (4.29)
Fh v integra£ním kroku n+1 následn¥ vstupuje jako zatíºení konstrukce. Tento zp·sob vná²í n¥-
kolik nep°esností. Nap°íklad síla vypo£tená v kroku n je pouºita v kroku n+1. Jednou z moºností
jak chybu odstranit by bylo ji pouºít znovu v kroku n a takto iterativn¥ dosp¥t k rovnováze, aº
poté p°ejít ke kroku n+1. Dal²í nep°esnost je dána tím, ºe síla zp·sobená chodcem je nalezena
v míst¥, kde se zatíºení nachází v £ase n, pouºita je v²ak aº v následujícím kroku, tedy v prostoru
o vp∆t dále. Ob¥ zmín¥né nep°esnosti lze redukovat zkrácením £asového kroku ∆t.
Tabulka 4.1: Pouºité parametry biodynamicých model·
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5 Analýza p°edpjatého nosníku
Za ú£elem porovnání jednotlivých model· chodc· byl vytvo°en model p°edpjatého nosníku,
který byl pouºit jako experimentální konstrukce v [15]. Nosník slouºil k m¥°ení odezvy p°i p°e-
chodu jednoho chodce, zástupu chodc·, skákání a impulzu síly (pád pytle s pískem z vý²ky 1 m).
Zaznamenány byly výchylky a zrychlení uprost°ed rozp¥tí. Tato kapitola se dále zabývá pouze
p°echodem jedné osoby p°es konstrukci.
5.1 Údaje o konstrukci
Konstrukce je p°edpjatý betonový nosník o jednom poli s rozp¥tím 17,4 m a s krátkými
p°evislými konci. Statické schéma je na obr. 5.1. K pouºití nosníku jako lávky pro p¥²í byl zvolen
"T"pr·°ez. Jeho geometrie je na obr. 5.2. Souhrn parametr· a vlastností lze najít v tab. 5.1.
Tuhost a hmotnost konstrukce byly zvoleny tak, aby první vlastní frekvence leºela v blízkém
okolí 2 Hz a bylo moºné ji jednodu²e budit pomocí ch·ze.
Obrázek 5.1: Statické schéma [15]
Obrázek 5.2: P°í£ný °ez [15]
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Uprost°ed hlavního pole byl instalován pohlcova£ kmitání. Ten byl navrºen pro co nejvy²²í
ú£innost p°i kmitání s frekvencí 2 Hz. P°i jednotlivých zat¥ºovacích zkou²kách bylo moºné po-
hlcova£ uzamknout pevným spojením s konstrukcí, p·sobil tedy pouze jako zav¥²ená hmota.
Kaºdá zat¥ºovací zkou²ka byla provedena pro uzam£ený i pro funk£ní pohlcova£. Bylo tak moºné
vyhodnotit jeho vliv na kmitání konstrukce.
Tabulka 5.1: Parametry nosníku [15]
Tabulka 5.2: Parametry pohlcova£e kmitání [15]
5.2 Vytvo°ení a identiﬁkace výpo£etního modelu
Výpo£etní model byl vytvo°en pomocí £ty° prutových prvk·, pevné kloubové podpory na
jeho levé stran¥ a posuvného kloubu na pravé stran¥. Uprost°ed rozp¥tí byl p°idán pohlcova£
s charakteristikami podle tab. 5.2. Ten byl vytvo°en jako dal²í bod konstrukce, který leºí pod ní
a je se st°edem nosníku vertikáln¥ propojen pomocí pruºiny a tlumi£e. Zárove¬ je v míst¥ zmí-
n¥ného bodu nutné umístit podporu, která zabra¬uje jeho pooto£ení a horizontálnímu posunu.
Tím je umoºn¥n pouze jeho vertikální posun, který odpovídá jeho jedinému stupni volnosti.
Pokud by byl model vytvo°en pouze pomocí znalosti geometrie a modulu pruºnosti betonu,
do²lo bylo k vnesení výrazné chyby. Vzhledem k tomu, ºe se jedná o prostý p°edpjatý nosník,
je moºné vzít p°i výpo£tu v úvahu vliv p°edp¥tí. Prob¥hla tedy identiﬁkace modelu na základ¥
dvou experimentáln¥ zm¥°ených vlastností:
• svislé tuhost uprost°ed rozp¥tí KH = 861 kN/m
• první vlastní frekvence f1 = 1,98 Hz
Nejd°íve byl upraven modul pruºnosti betonu Ec = 17,8 GPa , který ovliv¬uje tuhost i vlastní
frekvence. Tím bylo dosaºeno odpovídající tuhosti KH . Následn¥ byla upravena objemová hmot-
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nost betonu ρc = 2190 kg/m3 , která má vliv pouze na vlastní frekvence a nikoliv jiº na svislou
tuhost. Tímto zp·sobem bylo dosaºeno odpovídající vlastní frekvence i svislé tuhosti KH .
Dal²í moºností zahrnutí vlivu p°edp¥tí je pouºití geometrické matice tuhosti Kg podle [12],
která zohled¬uje vliv osových sil na tuhost konstrukce. K pouºití této metody je v²ak nutné znát
velikost p°edpínací síly vnesené do nosníku.
Obrázek 5.3: Výpo£etní model
5.3 Výpo£et vlastní frekvence
Pro pot°eby výpo£tu byla vygenerována sí´ s hustotou deset prvk· na kaºdý zadaný prut.
Výpo£tem první vlastní frekvence bylo ov¥°eno, ºe hust¥j²í sí´ jiº neovlivní první vlastní frekvenci
ani na £tvrtém desetinném míst¥. Tato p°esnost je povaºována za dosta£ující.
Nejd°íve byl s upravenými parametry Ec a ρc vyhodnocen první vlastní tvar a kmitání a první
vlastní frekvence f1 = 1,9776 Hz ≈ 1,98 Hz. První vlastní tvar odpovídá o£ekávanému chování
konstrukce a je vykreslen na obr. 5.4.
Obrázek 5.4: První vlastní tvar
Tento výpo£et byl proveden s uzam£eným pohlcova£em. To bylo simulováno tak, ºe se °ádov¥
zvý²ila tuhost pruºiny, která jej spojuje s nosníkem. Tím bylo dosaºeno jejich tuhého spojení
podobn¥ jako p°i experimentu. Na konstrukci v²ak dále ﬁguruje jeho hmotnost.
5.4 Odezva na zatíºení chodcem
V této kapitole je simulován p°echod chodce p°es konstrukci. K tomu byly pouºity pohybující
se síly uvedené v tab. 3.3. Jednotlivé výpo£ty lze rozd¥lit do t°í skupin:
• samostatná prom¥nná síla
• prom¥nná síla dopln¥ná o SDOF biodynamický model
• prom¥nná síla dopln¥ná o 2DOF biodynamický model
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V kaºdé této skupin¥ je pouºito p¥t model· chodce. Celkem tedy bylo provedeno 15 výpo£t·
pro konstrukci s uzam£eným pohlcova£em kmitání a 15 výpo£t· s funk£ním pohlcova£em.
P°i experimentu p°es konstrukci p°echázela osoba váºící 93 kg. Délka kroku byla ls = 0,7
m (coº mimo jiné neodpovídá [1] ani [6], kde jsou pro frekvencí 2 Hz uvedeny délky kroku 0,9
a 0,75 m) s frekvencí fp = 1,95 Hz. Výsledná rychlost ch·ze vp tedy byla 1,365 m/s. V²echny tyto
parametry je nutné znát pro správné nastavení výpo£tu. V následujících výpo£tech byl pouºit
integra£ní krok ∆t = 0,01 s. Matice útlumu byla sestavena za p°edpokladu, ºe je nejmén¥ tlumen
první vlastní tvar podle (4.16) s pouºitím m¥°eném pom¥rném útlumu ξ1 = 1,43 %.
5.4.1 Zatíºení pohybující se silou
Zatíºení se pohybuje po konstrukci zleva doprava. B¥hem simulace jsou v kaºdém kroku
získány vektory r(t), r˙(t) a r¨(t). Doba p°echodu chodce (zatíºení) trvá p°ibliºn¥ 14 s. Aby bylo
moºné sledovat i dokmitání konstrukce, bylo ve vstupním souboru nastaveno ukon£ení výpo£tu
aº po 30 sekundách.
Obrázek 5.5: Pr·b¥h zatíºení podle Bachmanna
Obrázek 5.6: Pr·b¥h zatíºení podle Bachmanna, detail
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Na obr. 5.5 je zaznamenán pr·b¥h svislé síly b¥hem výpo£tu. V tomto p°ípad¥ jde o model
navrºený Bachmanem pro G = 930 N. Na obrázku je vid¥t, ºe síla p·sobí cca 14 s, coº odpovídá
£asu, který osoba pot°ebuje k p°echodu konstrukce. Záporné znaménko zatíºení je dáno tím, ºe
podle zavedeného sou°adnicového systému sm¥°uje kladná osa Y nahoru. Chodec v²ak p·sobí
silou v opa£ném sm¥ru. Na obr. 5.6 je detail zatíºení z obr. 5.5. Výpo£et byl následn¥ proveden
pro v²ech p¥t silových model· chodc· a pro uzam£ený i uvoln¥ný pohlcova£ kmitání.
5.4.2 Zatíºení s biodynamickým modelem osoby
Jako dal²í byly provedeny výpo£ty se zahrnutím biodynamických model· podle tab. 4.1.
Výsledná síla p·sobící na konstrukci byla vytvo°ena jako sou£et zatíºení pohybující se silou
podle tab. 3.3 a síly, kterou p·sobí biodynamický model v d·sledku kmitání podkladu.
Obrázek 5.7: Pr·b¥h zatíºení, silový model Charles-Hooprah + SDOF
Na obr. 5.7 je vid¥t, ºe na za£átku výpo£tu konstrukce nekmitá, biodynamický model je
v klidu a nep·sobí ºádnou silou. Silovým zatíºením dochází k rozkmitání konstrukce a vzniku
interak£ní sloºky zatíºení. Vzhledem k tomu, ºe frekvence ch·ze je velmi blízká první vlastní frek-
venci nosníku, je biodynamický model nejvíce aktivní zhruba ve chvíli, kdy se nachází uprost°ed
rozp¥tí. To je dáno tím, ºe v tomto míst¥ zárove¬ vzniká nejvy²²í zrychlení z celého nosníku.
Chování modelu tedy odpovídá p°edpokladu.
P°i pohledu na obrázek 5.7 se m·ºe jevit, ºe výsledná síla je men²í neº sou£et jednotlivých
sloºek. Tento efekt je lépe vid¥t na obr. 5.8, který zachycuje krat²í úsek výpo£tu. Na n¥m je jiº
patrné, ºe tyto dv¥ sloºky jsou v·£i sob¥ fázov¥ posunuty. Amplituda výsledné síly je tedy men²í
neº sou£et amplitud jednotlivých sloºek.
P°i pouºití 2DOF modelu byla zaznamenána výrazn¥ v¥t²í interak£ní sloºka síly neº p°i
pouºití modelu s jedním stupn¥m volnosti.
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Obrázek 5.8: Pr·b¥h zatíºení, silový model Charles - Hooprah + SDOF, detail
Obrázek 5.9: Pr·b¥h zatíºení, silový model Charles-Hooprah + 2DOF
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5.4.3 Výsledky
Protoºe jako hlavní kritérium pro zaji²t¥ní pohody chodc· slouºí zrychlení konstrukce, bylo
u v²ech výpo£t· vyhodnoceno zrychlení. U n¥kterých model· byly vypo£teny i výchylky, které
slouºily pouze jako kontrola výsledk·. Na následujících obrázcích v této sekci jsou pouºity vý-
sledky získané pomocí zat¥ºovacího modelu Charles-Hooprah bez biodynamického modelu, který
byl vyhodnocen jako nejvhodn¥j²í. P°i vizuálním porovnání výsledk· simulace na obr. 5.10 a 5.11
s experimentálními výsledky na obr. 5.12 lze °íci, ºe simulace pohybujícího se chodce prob¥hla
úsp¥²n¥. Výsledky v²ech provedených výpo£t· jsou shrnuty v tab. 5.3
Na obr. 5.14 je patrná ²pi£ka zrychlení v £ase cca 14 sekund. Ta vzniká tím, ºe pohybující
se síla má konstantní sloºku G = 930 N, která p·sobí na krátkém p°evislém konci konstrukce.
Její odstran¥ní p·sobí ve výpo£tu stejn¥ jako náhle p·sobící síla. Vzhledem k charakteru takové-
hoto zatíºení není vhodn¥ pouºita Newmarkova metoda. Protoºe konstrukce není ve skute£nosti
odt¥ºována okamºit¥, ale v pr·b¥hu jednoho lidského kroku, lze tento jev vnímat pouze jako
výpo£etní chybu a není t°eba se jím dále zabývat.
Obrázek 5.10: Vypo£tený pr·b¥h výchylky uprost°ed rozp¥tí, uzam£ený pohlcova£
Obrázek 5.11: Vypo£tený pr·b¥h zrychlení uprost°ed rozp¥tí, uzam£ený pohlcova£
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Obrázek 5.12: Záznam z experimentu, uazm£ený pohlcova£ [15]
33
Obrázek 5.13: Vypo£tený pr·b¥h výchylky uprost°ed rozp¥tí, funk£ní pohlcova£
Obrázek 5.14: Vypo£tený pr·b¥h zrychlení uprost°ed rozp¥tí, funk£ní pohlcova£
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Obrázek 5.15: Záznam z experimentu, funk£ní pohlcova£e [15]
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Tabulka 5.3: Výsledky výpo£t· zrychlení s uzam£eným pohlcova£em kmitání
Tabulka 5.4: Výsledky výpo£t· zrychlení s funk£ním pohlcova£em kmitání
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Z tabulky 5.3 je vid¥t, ºe u pouze silových model· bylo dosaºeno pom¥rn¥ dobré shody
s experimentem. Jako nejlep²í z t¥chto model· se jeví model Charles-Hooprah, který je zárove¬
i nejjednodu²²í. Obsahuje pouze první £len Fourierovy °ady s koeﬁcientem α = 0,4. P°i pouºití
modelu navrºeného Blanchardem bylo zji²t¥no výrazné podcen¥ní odezvy konstrukce.
Zahrnutí biodynamického modelu s jedním stupn¥m volnosti nem¥lo na výpo£et zásadní vliv,
do²lo ke zvý²ení extrémní hodnoty vypo£teného zrychlení o cca 1-2 %.
Vliv 2DOFmodelu byl výrazn¥ v¥t²í neº u SDOFmodelu a ve v¥t²in¥ p°ípad· vedl k p°ecen¥ní
zatíºení. Je v²ak nutné vzít v úvahu, ºe v p°ípad¥ této konstrukce (s uzam£eným pohlcova£em
kmitání) dochází ke vzniku velkých vertikálních výchylek a zrychlení (kolem 1,6 m/s2), coº jsou
hodnoty siln¥ p°ekra£ující v²echny t°ídy pohody na lávkách pro p¥²í. Výsledky ov²em nejsou ne-
o£ekávané a nelze je povaºovat nap°íklad za chybu výpo£etního programu. P°i pouºití totoºného
2DOF modelu je v [9] uvedeno zvý²ení odezvy konstrukce (která není ve zmín¥né studii blíºe
speciﬁkována) o 34 % oproti silovému modelu.
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6 Analýza lávky v elákovicích
Lávka byla dokon£ena v roce 2014 a jde o velmi zajímavou stavbu. V témºe roce na ní byla
provedena dynamická zat¥ºovací zkou²ka, v rámci které byly m¥°eny i RMS a ²pi£kové hodnoty
zrychlení p°i p°echodu chodc· p°es konstrukci. V této kapitole je provedeno porovnání výsledk·
zat¥ºovací zkou²ky [18] s výsledky získanými pomocí výpo£tu na zjednodu²eném 2D modelu.
6.1 Popis konstrukce
Lávka je situována v obci elákovice a spojuje b°ehy Labe. Jde o zav¥²ený most, který tvo°í
dvojce pylon· ve tvaru A a mostovka z ultra vysokohodnotného betonu (UHPC). Z kaºdého
pylonu vede celkem 14 dvojic záv¥s· nesoucích mostovku. Na obr. 6.1 a 6.2 je podélný a p°í£ný
°ez mostovkou. Most je osov¥ symetrický, je tvo°en prost°edním polem s rozp¥tím 156 m a dv¥ma
krajními poli s rozp¥tím 43 m.
Obrázek 6.1: Schématický podélný °ez [18]
Obrázek 6.2: P°í£ný °ez mostovky [19]
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Kaºdý pylon tvo°í dvojice sva°ovaných ocelových proﬁl·. Ty mají lichob¥ºníkový tvar a sm¥-
rem nahoru se zuºují. V horní t°etin¥ jsou oba proﬁly propojeny a vychází z nich záv¥sy. Pylony
i op¥ry jsou hlubin¥ zaloºeny. V míst¥, kde se k°íºí mostovka s pylonem, jsou oba jeho proﬁly
p°í£n¥ propojeny kruhovou trubkou Ø168 x 14 mm, k níº je kloubov¥ p°ipojena mostovka. Vý²ka
pylonu od zaloºení je 36 m [18],[19].
Obrázek 6.3: °ez ocelovým proﬁlem pylonu v pat¥ [19]
Mostovka byla sestavena z prefabrikovaných segment· o délce 11,288 m. Ty jsou vyrobeny
z UHPC s rozptýlenou ocelovou výztuºí. Jeho charakteristiky p°evy²ují C110/130 [19]. Kaºdý
segment je p°edepjat ty£ovým p°edp¥tím a po dokon£ení montáºe byla mostovka jako celek navíc
p°edepjata lanovým p°edp¥tím. Jednotlivé prefabrikáty jsou tvo°eny dv¥ma krajními nosníky,
mezi kterými leºí 60 mm tlustá deska. Tu podpírají p°í£ná ºebra v osové vzdálenosti 920 mm.
Krajní pole mají podélný sklon 7 %. Prost°ední pole tvo°í vý²kový oblouk s prom¥nným
sklonem. Na celé mostovce byl navrºen p°í£ný sklon 2 %.
6.2 Vytvo°ení výpo£etního modelu
Pro sestavení geometrie konstrukce bylo pouºito dat z [20]. Mostovka byla vytvo°ena pomocí
prutových prvk· spojujících jednotlivé uzly, v nichº jsou ukotveny záv¥sy. Parametry pr·°ezu
byly ur£eny podle obr. 6.2 a lze je najít v tab. 6.2. Pro beton byl pouºit modul pruºnosti Ec =
45 GPa. Objemová hmotnost betonu s vlivem p°edpínacích ty£í a kabel· byla odhadnuta jako
ρc = 2600 kg/m3. V hmotnosti získané z pr·°ezové plochy mostovky není zahrnuta hmotnost
p°í£ných ºeber a zábradlí, proto je po celé délce mostovky vloºena liniová hmota 254 kg/m podle
[20].
Protoºe se sloupy pylonu zuºují s vý²kou, bylo pro výpo£et pouºito 3 pr·°ez· s r·znými
charakteristikami [20]. Pro ocel byl pouºit Es = 210 GPa a ρs = 7850 kg/m3
Vzhledem ke statickému chování konstrukce jsou pylony modelovány jako vetknuté. Pro levou
op¥ru je pouºita pevná kloubová podpora k zamezení podélného posunu mostovky, na pravé
stran¥ mostu je posuvný kloub.
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Obrázek 6.4: Pr·°ez prutového prvku pouºitého v pat¥ pylonu [20]
V míst¥ k°íºení mostovky s pylonem bylo nutné stanovit tuhost p°í£ného propojení pylonu. Ve
svislém sm¥ru bylo p°ipojení kruhové trubky na pylon simulováno jako vetknutí, výsledná tuhost
tedy vychází z oboustrann¥ vetknutého nosníku. V horizontálním sm¥ru je p°ipojení modelováno
jako kloubové. Mostovka je v²ak p°ipojena s excentricitou 279 mm, tuhost je tedy závislá na
ohybových i torzních parametrech prvku. Ke stanovení výsledné svislé tuhosti kp,v a vodorovné
tuhosti kp,h byl pouºit program SCIA Engineer 16.0. kp,v = 6,485 MN/m a kp,h = 1,572 MN/m.
Obrázek 6.5: Výpo£et horizontální tuhosti propojení pylonu
Lana záv¥s· byla modelována vºdy po dvou jedním prvkem. To umoºnil fakt, ºe v rovinném
modelu mají ob¥ lana (nesoucí levý a pravý nosník mostovky) stejnou geometrii. V p°ípad¥,
ºe by byly záv¥sy modelovány jako oboustrann¥ kloubov¥ p°ipojené prvky, nevstupovaly by do
výpo£tu jejich ohybové tuhosti a výpo£et by prob¥hl správn¥. Pokud je v²ak vytvo°ena sí´ pro
MKP výpo£et, byly by uvnit° lan vygenerovány uzly a jednotlivé £ásti lan by byly mezi sebou
spojeny vetknutím. P°i zadání nulové ohybové tuhosti by pak byla matice tuhosti konstrukce
singulární. V p°ípad¥, ºe by byl zadán nenulový moment setrva£nosti, by byla matice tuhosti
velmi blízko k singulární matici. Pokud by výpo£et i p°es to prob¥hl, bylo by problematické
vyhodnocovat vlastní tvary kmitání, protoºe mnoho tvar· s nízkými frekvencemi by odpovídalo
kmitání záv¥s·. Tomu by se dalo vyhnout nap°íklad tím, ºe by se sí´ na záv¥sech nevytvá°ela.






kde EA je osová tuhost pr·°ezu ur£ená podle [21] a lj je dálka záv¥su. Následn¥ byly záv¥sy
pomocí kj zavedeny do výpo£tu podle tab. 6.1 jako pruºiny spojující pylon a mostovku, na
kterých se sí´ nevytvá°í. Toto °e²ení v²ak vede k zanedbání hmotnosti záv¥s·. Na obr. 6.6 je
zobrazen celý model konstrukce. Prvky p°ená²ející pouze osové síly jsou vykresleny te£kovan¥.
Obrázek 6.6: Statické schéma
Tabulka 6.1: Parametry záv¥s· pro jeden pylon [21]
Tabulka 6.2: Pouºité pr·°ezové charakteristiky
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6.3 Výpo£et vlastních frekvencí a tvar· kmitání
K tomuto výpo£tu byla pouºita metoda postupných aproximací s Gram - Schmidtovou or-
togonalizací. Vytvo°ení sít¥ bylo nastaveno tak, aby byl kaºdý zadaný prut rozd¥len na 5 prvk·.
Nalezeno bylo prvních 8 vlastních frekvencí a tvar· kmitání. Jejich po°adí a tvar (podle vizuální
kontroly) se shoduje s [18]. Výsledky výpo£tu a m¥°ení jsou porovnány v tab. 6.3. Odchylka ∆(i)





Podle [3] lze stanovit mezní p°ípustnou odchylku vyjád°enou v %:
∆(i)max = ±(14 +
f(i)cal
f(min)cal
) ≤ 25% (6.3)
kde f(i)cal je vypo£tená i-tá vlastní frekvence, f(i)obs je experimentáln¥ zji²t¥ná i-tá vlastní frek-
vence, a f(min)cal je vlastní frekvence odpovídající prvnímu vertikálnímu tvaru kmitání, v tomto
p°ípad¥ f(1)cal.
Tabulka 6.3: Srovnání vypo£tených a m¥°ených vlastních frekvencí
V tabulce 6.3 je patrné, ºe mezní hodnota odchylky nebyla pro ºádný z analyzovaných vlast-
ních tvar· p°ekro£ena. Je v²ak vid¥t, ºe n¥které odchylky jsou pom¥rn¥ velké a pohybují se v okolí
10 %. To je pravd¥podobn¥ dáno nep°esnostmi a zjednodu²eními ve vytvo°eném modelu. Vliv na
výpo£et m·ºe mít zanedbání osových sil v záv¥sech a jejich nelineárního chování, zp·sob, jakým
byl rozd¥len pylon na prismatické prvky, zanedbání p°edp¥tí v mostovce a jejího prostorového
chování. Na tuhosti konstrukce se podílí nap°íklad i zábradlí, které v²ak není zohledn¥no.
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Obrázek 6.7: 1. vlastní tvar - f1 = 0,650 Hz
Obrázek 6.8: 2. vlastní tvar - f2 = 0,830 Hz
Obrázek 6.9: 3. vlastní tvar - f3 = 1,171 Hz
Obrázek 6.10: 4. vlastní tvar - f4 = 1,449 Hz
Obrázek 6.11: 5. vlastní tvar - f5 = 1,654 Hz
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Obrázek 6.12: 6. vlastní tvar - f6 = 1,735 Hz
Obrázek 6.13: 7. vlastní tvar - f7 = 1,828 Hz
Obrázek 6.14: 8. vlastní tvar - f8 = 2,082 Hz
6.4 Identiﬁkace výpo£etního modelu
V rámci zat¥ºovací zkou²ky bylo provedeno m¥°ení odezvy konstrukce na p°echod dvou syn-
chronizovaných chodc· jdoucích s frekvencí 2,17 Hz, coº odpovídá osmé vlastní ohybové frekvenci
[18]. Zaznamenány byly RMS hodnoty a extrémní výkmity zrychlení na mostovce.
Pro ú£ely této simulace byla provedena identiﬁkace výpo£etního modelu tak, aby se shodovaly
osmé vlastní frekvence modelu a skute£né stavby. Na obrázku 6.14 je vid¥t, ºe tuhost mostovky
v ohybu má pravd¥podobn¥ velký vliv na frekvenci odpovídající tomuto vlastnímu tvaru. Protoºe
modul pruºnosti betonu není p°esn¥ znám a zárove¬ je v mostovce zanedbán vliv p°edp¥tí, byl
Ec navý²en o 19 % na 53,6 GPa aby se shodovaly vý²e zmín¥né frekvence.
B¥hem zat¥ºovací zkou²ky byl z volného dokmitání konstrukce vyhodnocen i pom¥rný útlum
p°íslu²ící kaºdému vlastnímu tvaru. U tohoto mostu neplatí p°edpoklad, ºe nejmén¥ je tlumen
první vlastní tvar. Pro pouºití proporcionálního útlumu je nutné ur£it parametry α a β vy°e²ením
soustavy rovnic (4.15). Pro tuto soustavu je nutné znát 2 vlastní frekvence a jim p°íslu²né
pom¥rné útlumy. Dosazaním ξ1 = 0,019, ξ8 = 0,0063, ω1 = 2pi0,654, ω8 = 2pi2,171 získáme
α = 0,1546 a β = 9,331 .10−5. Vlastní frekvence a pom¥rné útlumy modelu, který byl pouºit






kde ξcal je pom¥rný útlum pouºitý pro výpo£et, ξobs je zm¥°ený pom¥rný útlum a ∆ξ [%] je
odchylka pouºitých útlum· od m¥°ených útlum·.
Tabulka 6.4: Vlastní frekvence a útlumy modelu pouºitého pro výpo£et odezvy
V tabulce 6.4 je vid¥t, ºe pom¥rný útlum odpovídá pouze u první a osmé vlastní frekvece.
To proto, ºe pomocí t¥chto frekvencí byly vyjád°eny parametry α a β.
6.5 Výpo£et odezvy na zatíºení chodci
Cílem výpo£tu bylo simulovat p°echod dvou chodc· po konstrukci, který byl proveden b¥hem
zat¥ºovací zkou²ky. Osoby p°echázely se synchronizovaným krokem o frekvenci 2,17 Hz. Na rozdíl
od kapitoly 5.4 nejsou známy v²echny pot°ebné vstupní hodnoty. Bylo nutné odhadnout tíhu osob
G a délku kroku ls. Podle doporu£ení v [4] bylo zvoleno G = 700 N a podle [6] ls = 0,89 m pro
frekvenci kroku 2,17 Hz.
Protoºe p°i zat¥ºovací zkou²ce p°es konstrukci p°echázeli dva chodci, byla zv¥t²ena pouºitá
síla G = 2∗700 = 1400 N. V²echny parametry biodynamickéch model· byly také vynásobeny
dv¥ma. Postup p°i výpo£tu odezvy byl shodný jako v kap. 5.4.
6.6 Výsledky
Výsledky m¥°ení a výpo£tu byly porovnány ve dvou bodech konstrukce. Oba byly umíst¥ny
uprost°ed p°í£ného °ezu a v podélném °ezu do míst ukotvení záv¥s· k mostovce. Pro vyhodnocení
byl vybrán jeden bod v krajním poli a jeden bod v hlavním poli. Oba tyto body se nachází
v místech, kde má osmý vlastní tvar (jehoº buzení bylo cílem zkou²ky) dostate£n¥ velké po°adnice
ve svislém sm¥ru. V [18] jsou ozna£eny £ísly 22 a 142, toto zna£ení bylo zachováno a jejich umíst¥ní
je na obr. 6.15.
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Obrázek 6.15: Body pro vyhodnocení odezvy
Obrázek 6.16: Zrychlení v bod¥ 22, model Charles and Hooprah
Obrázek 6.17: Zrychlení v bod¥ 22, model Bachmann
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Obrázek 6.18: Zrychlení v bod¥ 142, model Charles and Hooprah
Obrázek 6.19: Zrychlení v bod¥ 142, model Bachmann
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Tabulka 6.5: Výsledky odezvy konstrukce p°i zatíºení dv¥ma chodci - bod 22
Tabulka 6.6: Výsledky odezvy konstrukce p°i zatíºení dv¥ma chodci - bod 142
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Z tabulek 6.5 a 6.6 je z°ejmé, ºe p°i pouºití v²ech dostupných zp·sob· modelování chodce
byla zji²t¥ná zrychlení zna£n¥ podhodnocena. U takto sloºité konstrukce na to m·ºe mít vliv
mnoho faktor·. Ty lze rozd¥lit na dv¥ základní kategorie:
1. zjednodu²ení výpo£etního modelu
2. model zatíºení chodci
N¥která zjednodu²ení, která bylo nutno p°ijmout pro vytvo°ení výpo£etního modelu kon-
strukce, byla zmín¥na v kapitole 6.3. Tyto vlivy by v²ak vzhledem k identiﬁkaci výpo£etního
modelu nem¥ly mít takto velký vliv na odezvu konstrukce. Zárove¬ je v tab. 6.5 a 6.6 vid¥t,
ºe pro jednotlivé modely vzniká velmi podobná chyba v obou vyhodnocovaných bodech. To
znamená, ºe pom¥ry vypo£tených zrychlení v bodech 22 a 142 odpovídají pom¥r·m zrychlení
ze zat¥ºovací zkou²ky. To zna£í správnost geometrie konstrukce a nalezeného osmého vlastního
tvaru, jenº má na odezv¥ nejv¥t²í podíl.
Jednou z moºností, která m·ºe mít velký vliv na odezvu, je nesprávn¥ zvolený útlum. Pro
dosaºení co nejv¥t²í p°esnosti byl pouºit Rayleigh·v útlum, kde je matice C sestavena jako line-
ární kombinace matic K aM . Na obr. 6.20 je vid¥t, ºe pro frekvence do 2,17 Hz je pouºitý model
relativn¥ výstiºný. Pokud se v²ak na odezv¥ konstrukce podílí i vy²²í tvary kmitání s vy²²ími
frekvencemi, není moºné ur£it, zda jsou pouºité konstanty útlumu α a β zvoleny správn¥.
Obrázek 6.20: Pouºitý a m¥°ený pom¥rný útlum
Odchylky vyvolané nesprávn¥ zvolenými parametry chodc· m·ºou výsledky ovlivnit velmi
výrazn¥. Nízká pouºitá tíha chodc· G nebo p°íli² velká délka kroku ls mohou mít zna£ný vliv na
podhodnocení odezvy. Pro získání p°esn¥j²ích výsledk· je nutná znalost t¥chto parametr·.
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7 Výpo£et odezvy na zatíºení chodcem
pomocí ustáleného kmitání
V této kapitole je vytvo°ena parametrická studie, jejímº cílem je najít vztah mezi DLM1,
který je popsán v kap. 3.3.2 a modelem chodce jako síly pohybující se po konstrukci. Hlavní
výhoda DLM1 je jeho jednoduchost a moºnost °e²ení odezvy na zatíºení chodcem pomocí ustá-
leného kmitání. Není tedy pot°eba provád¥t analýzu v £ase [1]. Nevýhoda tohoto °e²ení spo£ívá
v nemoºnosti zohledn¥ní doby, po kterou je chodec na konstrukci. Tím m·ºe dojít k velkému
nadhodnocení odezvy. Pro ú£ely této kapitoly byl upraven výpo£etní program vytvo°ený v kap.
4 tak, aby bylo moºné provést výpo£et odezvy pro více r·zných konstrukcí p°i jednom spu²t¥ní
programu. Vzhledem k relativn¥ vysoké rychlosti chodu programu (výpo£et odezvy na pohybující
se sílu pomocí Newmarkovy metody pro konstrukci v kap. 5 trvá cca 1-2 s) je moºné provést
v¥t²í mnoºství výpo£t· pro porovnání dvou vý²e zmín¥ných model· zatíºení.
7.1 Sestavení souboru nosník·
Pro automatické zadání i vyhodnocení v¥t²ího mnoºství konstrukcí je pot°eba, aby byly ge-
ometricky velmi jednoduché a celá konstrukce byla deﬁnována jen pomocí n¥kolika parametr·.
Kv·li tomu bylo rozhodnuto provést výpo£et pro soubor prostých nosník· s jednou vlastní frek-
vencí rovnou 2 Hz. Jejich geometrii související s body, prvky a podporami je pak moºné deﬁnovat
pouze pomocí rozp¥tí l. Výb¥r jednotné frekvence 2 Hz byl zvolen ze dvou d·vod·. Frekvence
lidského kroku se pohybuje v okolí 2 Hz a pro zadání zatíºení s frekvencí shodnou s jednou
vlastní frekvencí konstrukce je pot°eba tuto vlastní frekvenci nejd°íve najít. Pokud mají v²echny
vygenerované konstrukce jednu z vlastních frekvencí stejnou, lze pro v²echny výpo£ty odezvy
pouºít stejný zat¥ºovací model.
Pro nastavení parametr· nosník· byl pouºit analytický vztah (7.1), pomocí kterého lze ur£it













Hmotnost na jednotku délky µ vyjád°íme jako:
µ = ρA+ µad (7.3)
kde ρ je objemová hmotnost materiálu, A je plocha pr·°ezu a µad [kg/m] je p°idaná hmotnost
na jednotku délky.
Z vý²e uvedených rovnic je patrné, ºe p°i libovolné volb¥ ostatních parametr· lze ur£it Iy
tak, ºe bude jedna z vlastních frekvencí nosníku rovna 2 Hz. P°i pouºití obdélníkového pr·°ezu je
pak moºné stanovit jeho ²í°ku b a vý²ku h ze soustavy dvou rovnic (7.4) a (7.5) pro dv¥ neznámé
b a h.





Cílem této kapitoly je sestavení souboru nosníku se ²irokým rozp¥tí parametr·, aby bylo
moºné dále vyhodnotit jejich vliv na odezvu konstrukce. N¥které z vygenerovaných konstrukcí
jist¥ nemohou existovat jako stavby slouºící ve°ejnosti, a´ jiº z hlediska MSP nebo MSU. To v²ak
neznamená, ºe nemohou být vytvo°eny jako laboratorní £i pouze matematický model. V²echny
pouºité nosníky jsou uvaºovány jako ºelezobetonový trám s obdélníkovým pr·°ezem. Vý²e uve-
dené parametry byly pro kaºdý nosník vygenerovány náhodn¥ s rovnom¥rným rozloºením v uve-
dených mezích:
• ρ = 2500 kg/m3 - obvyklá objemová hmotnost betonu
• E = 32 GPa - modul pruºnosti betonu C30/37
• ωi = 12.5664 - odpovídající kruhová frekvence pro fi = 2 Hz
• l = 10-50 m - Na mostech krat²ích neº 10 m b¥ºn¥ nehrozí riziko nadm¥rného kmitání. Pro
rozp¥tí > 50 m není vhodné uvaºovat obdélníkový ºelezobetonový trám jako hlavní nosný
prvek.
• A = 0,03-3 m2 - od subtilního trámu nap°. 0,3 x 0,1 m aº po velmi masivní pr·°ez
• µad = 0 - 300 kg/m
• i = 1-3 - nosník má jednu z prvních t°ech vlastních frekvencí rovnu 2 Hz
• ξ = 0,008-0,02 - pom¥rný útlum pouºitelný pro ºelezobetonové lávky [22]
Aby se vygenerované konstrukce alespo¬ £áste£n¥ blíºily reálným stavbám, byly pro kaºdý
nosník vypo£teny hodnoty b a h a zkontrolovány následující vlastnosti:
• h > 0,1 m, b > 0,1 m - minimální vý²ka a ²í°ka pr·°ezu
• 0,1 < h/b < 10 - minimální a maximální pom¥r vý²ky a ²í°ky pr·°ezu
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• h/l < 0,1 - nutný p°edpoklad pro získání dostate£n¥ p°esného výsledku i p°es zanedbání
smykových deformací
• b/l < 0,5 - p°i vy²²ím pom¥ru b/l uº by ²lo spí²e o deskovou konstrukci
Pokud vygenerovaný nosník jakoukoliv z t¥chto podmínek nespl¬oval, nebyl p°ipu²t¥n do
výsledného testovacího souboru. Výpo£et ukázal, ºe tyto podmínky £ast¥ji nesplnili nosníky
s vy²²ím i - tedy konstrukce, u kterých byla poºadována druhá nebo t°etí vlastní frekvence 2 Hz.
To vedlo k tomu, ºe nej£ast¥ji byly ve výsledném souboru zahrnuty konstrukce s první vlastní
frekvencí 2 Hz. Aby bylo tomuto neºádoucímu jevu zabrán¥no, byl výsledný soubor sestaven ze
t°í £ástí. Kaºdá z nich byla vytvo°ena pro ﬁxní i (1-3) a kaºdá obsahuje 100 konstrukcí.
Vzhledem k tomu, ºe nevhodné nosníky nejsou vloºeny do výsledného souboru, dochází k po-
ru²ení rovnom¥rného rozd¥lení n¥kterých parametr·, nap°. není moºné vytvo°it trám o délce
10 m, který by m¥l t°etí vlastní frekvenci 2 Hz a zárove¬ spl¬oval vý²e uvedené podmínky.
Pro zapln¥ní 300 míst ve vstupním souboru bylo pot°eba otestovat cca 700 nosník·. Vzhledem
k tomu, ºe zhruba kaºdý druhý nosník splní poºadované parametry, není t°eba se obávat, ºe
dojde k zásadnímu ovlivn¥ní diverzity vygenerovaných konstrukcí.
7.2 Výpo£et odezvy
7.2.1 Odezva na stacionární prom¥nnou sílu
Na kaºdý ze 300 vygenerovaných nosník· byl aplikován DLM1. Nejd°íve je nutné nalézt vlastní
tvar, jehoº frekvence je nejblíºe 2 Hz. U v²ech konstrukcí podle parametru i víme, kolikátý tvar je
t°eba hledat. Následn¥ je nalezena nejv¥t²í po°adnice ve svislém sm¥ru. V tomto míst¥ je nosník
zatíºen harmonickou silou podle rovnice (7.6).
Fp,v(t) = 280sin(2pifvt) (7.6)
Odezva na zatíºení je hledána jako ustálení kmitání. Pro tento ú£el byla pouºita dostupná New-
markova metoda. Za dostate£n¥ p°esný odhad ustáleného kmitání byl povaºován stav, kdy se
dva po sob¥ jdoucí výkmity zrychlení v bod¥ p·sobení síly li²ily o mén¥ neº 0,1 %. Pro tento
stav bylo vyhodnoceno extrémní vertikální zrychlení aDLM1.
7.2.2 Odezva na pohybující se sílu
Pro tuto £ást výpo£tu bylo nutné vybrat jeden silový model chodce. Podle poznatk· z kap.
5.4 byl vybrán model Charles-Hooprah s G = 700 N. V kap. 6 nebyla nalezena dostate£né shoda
s výsledky zat¥ºovací zkou²ky, proto nebyla zohledn¥na p°i výb¥ru silového modelu chodce pro
tuto kapitolu. Pouºitý model obsahuje pouze první Fourrier·v £len s koeﬁcientem α1 = 0,4.
Amplituda této sloºky zatíºení FA = 0,4*700 = 280 N, je tedy shodná s amplitudou pouºité
stacionární síly. Pro tento model byla pouºita délka kroku 0,75 m podle [6]. Pomocí Newmarkovy
metody byl nalezen nejv¥t²í výkmit zrychlení aped na celé konstrukci v pr·b¥hu zat¥ºování.
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7.3 Vyhodnocení
Pro ur£ení vztahu mezi zrychlením získaným pomocí stacionární a pohyblivé síly byl pro





kde aped je nejv¥t²í výkmit zrychlení zji²t¥ný p°i výpo£tu pomocí pohybující se síly a aDLM1 je
nejv¥t²í výkmit zrychlení vypo£tený pomocí DLM1. Pokud koeﬁcientem Cped p°enásobíme zrych-
lení získané pomocí DLM1, obdrºíme p°esn¥j²í výsledek vypo£tený pomocí pohybující se síly. Pro
stanovení vztahu mezi Cped a parametry nosníku byla pouºita metoda nejmen²ích £tverc·, po-
mocí které byly hledány koeﬁcienty βj k 11 bázovým funkcím bj :
1. l - délka nosníku
2. µ - hmotnost na jednotku délky
3. Iy - moment setrva£nosti pr·°ezu












- p°evrácená hodnota momentu setrva£nosti
8. i - po°adí frekvence která je rovna 2 Hz
9. konstantní £len




- p°evrácená hodnota pom¥rného útlumu 1. vlastní frekvence




kde Cped,app je aproximace funkce Cped. Koeﬁcienty βj byly získány vy°e²ením soustavy rovnic:
X11 X12 · · · X1n
X21 X22 · · · X2n
· · · · · · . . . ...














ve které je Xij =
300∑
k=1
bi,kbj,k a yi =
300∑
k=1
bi,kCped,k kde k zna£í po°adové £íslo konstrukce.
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Obrázek 7.1: Cped rozloºený do p°ísp¥vk· jedenácti funkcí bi
Pokud by byl sestaven vzorec jako kombinace v²ech pouºitích funkcí bi, musel by obsahovat 11
£len·. Toto °e²ení je v²ak nepraktické a pro ru£ní pouºití sloºité. Podle obr. 7.1 bylo rozhodnuto
pouºít £ty°i bázové funkce, které mají na °e²ení nejv¥t²í podíl. T¥mi funkcemi jsou £. 5,8,9 a 10.
Následn¥ byla aproximace Cped provedena znovu s vyuºitím pouze t¥chto funkcí.
Obrázek 7.2: Cped rozloºený do p°ísp¥vk· £ty° funkcí bi
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Obrázek 7.3: Vypo£tený koeﬁcient Cped a jeho aproximace pomocí £ty° bázových funkcí
Na obr. 7.3 je pro p°ehlednost se°azen pr·b¥h koeﬁcientu Cped od nejmen²í vypo£tené hod-
noty po nejv¥t²í. Kaºdému bodu poté odpovídá jeden bod jeho aproximace bázovými funkcemi.
Pr·m¥rná odchylka ∆C,ped p°i této aproximaci vypo£tená podle (7.10) je 2,3 %. P°i uváºení v²ech









kde Cped,calc,n je vypo£tený pom¥r zrychlení a Cped,app,n je jeho aproximovaná hodnota.
Vý²e uvedenou metodikou byl stanoven vztah pro odhad odezvy na zatíºení jedním chod-
cem, pomocí kterého je moºné odhadnout vertikální zrychlení na most¥, jehoº statické schéma
odpovídá prostému nosníku:




+ 0, 0495i+ 14, 42ξ1 + 0, 726 (7.12)
Díky výsledk·m na obr. 7.3 lze °íci, ºe DLM1 ve v²ech p°ípadech p°ece¬uje maximální
výkmity zrychlení. Zárove¬ pouze u jedné konstrukce bylo zaznamenáno p°ecen¥ní hodnot více
neº dvojnásobné, proto je vhodné stanovit pro Cped obor hodnot:
0, 5 ≤ Cped ≤ 1 (7.13)
Význam jednotlivých sloºek bázových funkcí ve vzorci (7.12) lze vysv¥tlit následovn¥:
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ím del²í most je, tím del²í dobu na n¥m chodec p·sobí. Na krátkých nosnících nemá pohyblivý
model dostatek £asu na p°edání energie konstrukci. Proto je pro krátké nosníky vliv tohoto
£lenu v¥t²í neº pro dlouhé.
i Po°adí vlastní frekvence má pravd¥podobn¥ vliv zejména proto, ºe konstrukce, jenº mají vy²²í
vlastní frekvenci rovnou 2 Hz, jsou obvykle del²í nebo velmi subtilní. Proto dojde k jejich
rozkmitání snáze i p°i p°echodu chodce, který je £asov¥ omezen.
ξ1 ím vy²²í je pom¥rný útlum, tím krat²í £as je pot°eba k dosaºení ustáleného kmitání a tím
men²í je rozdíl odezvy na pohyblivou a stacionární sílu.
Konstantní £len se uplatní díky vý²e uvedenému oboru hodnot.
7.4 Ov¥°ení navrºeného vztahu
Pro ov¥°ení metodiky stanovení odezvy na pohybující se sílu pomocí ustáleného kmitání
a koeﬁcientu Cped byla pouºita konstrukce z kap. 4 s uzam£eným pohlcova£em kmitání. Od
nosník· pouºitých ke stanovení vzorce pro výpo£et Cped se konstrukce v n¥kterých vlastnostech
li²í. V p°edchozí kapitole byly pouºity prosté nosníky, ke kontrole je pouºita konstrukce s krátkými
p°evislými konci. Její pr·°ez je ve tvaru T, nikoliv obdélníkový. Uprost°ed konstrukce je zav¥²en
pohlcova£ kmitání, který je simulován jako soust°ed¥ná hmota o hmotnosti 310 kg.
P°i výpo£tu odezvy konstrukce pomocí DLM1 je nalezena amplituda zrychlení p°i ustále-
ném kmitání zp·sobeného silou s amplitudou 280 N podle rovnice (3.4). Ta je umíst¥na upro-
st°ed rozp¥tí nosníku. Frekvence této síly je shodná s první vlastní frekvencí kostrukce, tedy
f1 = 1,9776 Hz. Odpovídající rychlení uprost°ed rozp¥tí aDLM1 = 1,73 m/s2.
K ur£ení zrychlení p°i p°echodu chodce (pohybujícího se silového modelu) byl pouºit model
Charles-Hooprah s G = 700 N a délkou kroku 0,75 m. Tímto zp·sobem bylo zji²t¥no maximální
zrychlení aped = 1,1 m/s2.
Na obrázcích 7.4 a 7.5 je zobrazen pr·b¥h zrychlení uprost°ed rozp¥tí pro oba vý²e zmín¥né
modely zatíºení.
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Obrázek 7.4: Odezva na DLM1
Obrázek 7.5: Odezva na pohybující se sílu
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Pokud bychom cht¥li ur£it odezvu konstrukce na p°echod chodce pouze pomocí ustáleného kmi-








+ 0, 0495 ∗ 1 + 14, 42 ∗ 0, 0143 + 0, 726
Cped,app = 0.65 ≈ Cped,calc




V první £ásti práce byla provedena re²er²e pouºívaných model· chodc· a zp·sob· stanovení
odezvy na zatíºení. N¥které z t¥chto model· byly dále pouºity pro výpo£ty v dal²ích £ástech této
práce.
Pro pot°eby výpo£tu byl úsp¥²n¥ vytvo°en program, pomocí kterého bylo moºné modelovat
rovinné prutové konstrukce a provád¥t jejich dynamickou analýzu. Ta se skládala z modální
analýzy a °e²ení odezvy na r·zné typy zatíºení prom¥nné v £ase, zejména výpo£et odezvy na
zatíºení pohybující se po konstrukci
Na modelu p°edpjatého betonového nosníku byla vyhodnocela odezva na vybrané modely
chodc· v£etn¥ silových a biodynamických model· s jedním i dv¥ma stupni volnosti. Z výsledk·
bylo zji²t¥no, ºe v¥t²ina pouºitých pohyblivých silových zatíºení dávala dostate£n¥ p°esné vý-
sledky p°i porovnání s experimentem. Pouze model navrºený Blanchardem výrazn¥ podcenil
odezvu konstrukce. Dopln¥ní silového zatíºení o vybraný biodynamický model s jedním stupn¥m
volnosti nem¥lo na odezvu zásadní vliv. P°i pouºití modelu s dv¥ma stupni volnosti bylo zji²-
t¥no výrazné zvý²ení odezvy oproti samostatné pohybující se síle, které vedlo ve v¥t²in¥ p°ípad·
k nadhodnocení odezvy.
Pro analýzu lávky p°es Labe v elákovicích byl vytvo°en její prutový model, na kterém
bylo nalezeno osm prvních vlastních frekvencí a tvar· kmitání. P°i porovnání s experimentem
bylo zji²t¥no, ºe nalezené vlastní tvary a frekvence odpovídají m¥°ení s dostate£nou p°esností.
Dále byla vyhodnocena odezva na zatíºení dv¥ma chodci, u které do²lo ke zna£nému podcen¥ní
extrémních výkmit· zrychlení. To m·ºe být zp·sobeno zvolenými parametry model· zatíºení
chodci nebo pouºitím zjednodu²eného výpo£etního modelu konstrukce.
V poslední kapitole byla vytvo°ena parametrická studie. V ní bylo pomocí analýzy 300
prostých nosník· s r·znými parametry zji²t¥no, ºe pouºití stacionární harmonické síly pro mode-
lování jdoucí osoby vede ke zna£nému nadhodnocení odezvy. Dále byl sestaven vztah pro výpo£et
koeﬁcientu, jehoº pomocí je moºné dosáhnout p°esn¥j²ích výsledk· odezvy p°i pouºití stacionární
harmonické síly. Tento vzorec byl úsp¥²n¥ ov¥°en na p°edpjatém nosníku z kapitoly 5. Navrºený
postup je z praktického hlediska velmi vhodný, nebo´ redukuje výpo£et odezvy na zatíºení chod-
cem na výpo£et ustáleného harmonického kmitání.
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